Spinory w Algebrze Clifforda

Jak wyglada baza Diraca?



Grupy Spin w roznych wymiarach

Spin(1) = O(1) Spin(1,1) = GL(1,R)
Spin(2) = U(1) = SO(2) Spin(2,1) = SL(2,R)
Spin(3) = Sp(1) = SU(2) Spin(3,1) = SL(2,C)
Spin(4) = Sp(1) x Sp(1) Spin(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R)
Spin(5) = Sp(2) Spin(4,1) = Sp(1,1)
Spin(6) = SU(4) Spin(3,2) = Sp(4,R)

Spin(5,1) = SL(2,H)
Spin(4,2) = SU(2,2)
Spin(3,3) = SL(4,R)
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Algebra Clifforda

Algebra wolna generowana przez wektory
przestrzeni metrycznej (np. Minkowskiego)
podzielona przez relacje: aa=g(a,a)

Czesto przyjmuje sie rownowazny warunek: ab+ba=2 g(a,b)

(a+b)(a+b)=g(a+b,a+b)
aa+ab+ba+bb=g(a,a)+g(a,b)+g(b,a)+g(b,b)
ab+ba=2 g(a,b)



Baza Algebry Clifforda

1 (skalary)

Ei (wektory)

Ei Ej (rotacje)

Ei Ej Ek (w D=4 pseudowektory)
Ei Ej Ek El (w D=4 pseudoakalary)

(iloczyn maksymalnie D wektorow)



Dwie definicje grupy Spin

Podwojnie nakrywajaca [|* Grupa iloczynow

grupa dla grupy parzystej ilosci
ortogonalnej SO(N) lub wektorow
SO(p,q) jednostkowych (+ -)

(dopuszczalna jest
parzysta ilos¢ wektorow
0 normie -1)

* Element odwrotny: te
same wektory w
odwrotnej kolejnosci.




Szukanie reprezentacji

Dla kazdej grupy
Spin inaczej.

Elementy Grupy Spin lezg w
algebrze Clifforda

Algebra Clifforda jest reprezentacja
grupy Spin (zwykle redukowalng)

Podobnie jej kompleksyfikacja.

Jak znalez¢ reprezentacje
nieredukowalne ?




Minimalne lewe Moduty

Dziatanie grupy Spin na algebre Clifforda A
definiujemy przez mnozenie z lewej strony.

Dla dowolnego elementu o zbior elementow
postaci am nazywamy lewym modutem. (a nalezy
do algebry Clifforda)

Modut jest minimalny jesli nie zawiera
podmodutow.

Minimalny modut jest reprezentacja
nieredukowalng algebry Clifforda i reprezentacja
grupy Spin (najczesciej redukowalng)



Elementy nilpotentne i idempotentne

Dobrymi kandydatami na o s3 elementy
nilpotentene (w®w=0)

oraz

idempotentne(ow=wm)

Rozpatrujgc iloczyn aw

W pierwszym przypadku gdy a=m mozna
efektywnie przyjac¢ a=0

W drugim przypadku gdy a=® mozna
efektywnie przyjac¢ a=1



Baza Diraca

W tej bazie diagonalne s3: iloczyn y1 y2
oraz y0

Szukamy pierwszego elementu bazy
®=(1 0 0 0). Z niego otrzymamy pozostate.

Y0 0= oraz 1yly2m=mw
Otrzymujemy o=(1+1y1y2)(1+y0)

W jest iloczynem dwdch niezaleznych
elementow idempotentnych (operatorow
rzutowych).
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Baza Diraca cd

(51 -
+ (1000)=o

* (0001)=—1(1000)=—lw
* (0010)= —«3(1000)=—y3w
c 0100)=—=30001)=vy3vlw
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Baza Weyla
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* W tej bazie diagonalne s3 iloczyny: y0y3
oraz yly2

* ® konstruujemy z operatorow rzutowych
®»=(1000)

o=(1+1y1y2)(1+y0y3)=(1+1yly2)(1+1y0yly2y3)
* Podobnie jak poprzednio



Baza Weyla cd

* Poniewaz vyl iy3 sg w tej bazie takie jak w
nazie Diraca wiec bez zmian pozostaje
construkcja pozostatych wektoréw bazowych:

¢« (1000) =0

« (0001)= —y1 (1000)=—ylo
« (0010)= —y3(1000)=—3w
« (0100)= —y3 (000 1)=73ylw




Baza Majorany
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* Diagonalne sg vyl oraziloczyn y0y2 zatem:
* (1000)=w=1-1y1)(1+y0y2)

* 0100)=1y3(1000)=1y3w

* 0001)=—1y0(1000)=—y0w

* 0010)=1w3(0001)=vy3y0w



Pomyst

W kazdym przypadku mozna ® pomnozyc€ z
prawej strony przez dowolny (odwracalny)
element algebry Clifforda x.

* Dla niektorych x otrzymamy inny lewy modut.

* Czy mozna traktowac x jako symetrie lokalng i
uczynic z niego pole cechowania?



Baza Weyla raz jeszcze

o = (1+1y1y2)(1 + 1 yOyly2y3)

o = ox = (1+yly2)(1+y5) x

* |le jest istotnie roznych ®’ ?

e Jak jest symetria ?

* Rozpatrzmy symetrie ciggte (x parzyste)
* Jesli w x wystepuje yO mozemy sie go pozbyc.
* Jesli w x wystepuje y2 mozemy sie go pozbyc.
 Otrzymujemy symetrie SU2 ?? U1 ??




Problemy

Czy to jest faktycznie SU2?
Czy istniejg jeszcze inne symetrie?

Np. dotgczone dziatanie algebry Clifforda na
grupie Spin?

Czy ma to jakis zwigzek z polami cechowania
modelu standardowego?

Czy moze by¢ pomocne w formutowaniu teorii
pola na zakrzywionej czasoprzestrzeni?



